
　　

两轮驱动移动机器人的运动学研究
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摘　要 :给出了自行设计的 (2, 0)型轮式移动机器人的机械结构 ,建立了机器人小车的运动学数学模

型。在此基础上 ,详细分析了移动机器人小车的基本运动形式 ,即直线运动、圆弧运动的实现方式 ,深入

探讨小车圆弧运动的最小半径问题。针对机器人小车机械结构的齿轮传动 ,讨论对小车运动精度的影

响 ,并提出提高小车运动精度的措施。
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A Study on Kinematics of Two DrivingWheel Robot
XU So ng2q ing,WU Ha i2b in, YAN G Xing2yu

(College of M echan ica l Eng ineering and A utom ation, Fuzhou U niversity, 　Fuzhou 350002, Ch ina)

Abstract: In this paper, the mechanical structure of (2, 0) type wheeled mobile robot designed by our univer2
sity is introduced, and the mathematical model of robot kinematics is established. Based on it, the basic mo2
tion modes of mobile robot such as line motion and arc motion and imp lementation methods are analyzed in de2
tail. The p roblem of the robot′sm inimum motion radius in arc motion mode is deep ly discussed. The influence

on motion p recision by the gear2driven robot is discussed also, and measures to be taken are suggested to im2
p rove the motion p recision of the robot.
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0　引　言

轮式移动机器人 (W heeled Mobile Robots)由于具

有较强的活动能力 ,良好的稳定性等特点 ,在工业、农

业、国防等各个领域得到了广泛的应用。国内外许多

专家学者对轮式移动机器人进行了系统深入的研究 ,

文献 [ 1 ]对轮式移动机器人 (WMR )建模给出了一个

统一的叙述 ,根据移动机器人的灵活度和可控度将其

划分为五大类 ,建立相应的运动学和动力学模型。文

献 [ 2 ]和文献 [ 4 ]针对全方位移动机器人进行了详细

的分析 ,得出全方位移动机器人的实现方式及运动学

模型等。文献 [ 3 ]和文献 [ 5 ]提出了移动机器人实用

的一些路径规划方法。在上述理论研究的基础上 ,基

于自行设计的 ( 2, 0)型轮式移动机器人模型 ,分析机

械结构组成 ,根据刚体运动学原理和机器人运动学原

理分析并建立机器人小车的运动学方程。并联系实际

讨论了轮式移动机器人几种基本运动形式的实现方

式 ,分析了齿轮传动对运动精度的影响 ,提出提高小车

运动精度应当采取的措施。

1　机器人的机械结构

(2, 0)型机器人由偏心可定向轮和固定式轮组

成。典型的三轮式 (2, 0)型机器人由两个同一回转中

心的固定式轮和一个偏心可定向轮组成。如图 1所示

为三轮式机器人小车框架结构。

机器人小车的驱动系统由两个直流电机通过齿轮

传动分别驱动两固定轮来实现 ,因此其运动形式为差

动方式 ,即通过左右轮的不同转速来实现小车的不同

运动方式。轮 7是偏心可定向轮 ,也称为万向轮 ,作为

小车运动的随动轮。C点为小车的质心 , F点为万向

轮相对于小车本体的不动点。光电编码器用于小车定

位时输出反馈控制信号 ,不影响小车的运动学模型。

机器人小车实体 ,如图 2所示。
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图 1　机器人机械结构

图 2　机器人实体

2　运动学模型

假设所研究的移动机器人是由刚性框架和刚性轮

所组成 ,并假定机器人在水平面上运行 ,轮子与地面的

相对运动满足纯滚动条件。机器人在平面上的位置描

述如图 3所示。

图 3　位姿描述

定义 X1方向为小车的正前方 ,则θ为机器人的方

向角 ,小车质心 C点的坐标为 ( x, y )。因此用一三维

向量ξ= ( x, y,θ) T即可完全描述机器人的位姿。

图 4是传统固定式轮的结构简图 ,轮子的中心点

B是机器人框架上的一定点。B点在随动坐标系 { �X1 ,

�X2 }中的位置用极坐标表示为长度 CB = l和角α。轮

子平面相对于 CB的方向由常数角β表示。轮子绕其

水平轴转角记为φ ( t) ,轮子半径设为 r。

由此轮子状态由四个常量α,β, l, r给出 ,运动状态由

时变角φ ( t)确定。根据刚体运动学原理有 : �VB = �VC +

ωBC ×BC,轮子满足纯滚条件 ,所以将 �VB分解成沿轮子平

面和垂直于轮子平面两个分量 ,所以有下式成立 :

图 4　固定式轮

rÛφ = ( Ûxcosθ+ Ûy sinθ) sin (α +β) -

( Ûycosθ - Ûx sinθ ) cos(α +β) - lÛθco sβ (1)

0 = ( Ûxcosθ+ Ûy sinθ) cos (α +β) +

( - Ûx sinθ+ Ûycosθ ) sin (α +β) + lÛθsinβ (2)

定义由惯性坐标系 I1 O I2到坐标系 X1 CY1的旋转变换

矩阵 ,即 :

R (θ) =

cosθ sinθ 0

- sinθ cosθ 0

0 0 1

则公式 (1)和 (2)可改写为如下矩阵表示形式 [ 1 ]
:

沿轮子平面 :

[ - sin (α +β)　cos (α +β)　lco sβ]R (θ) Ûξ+ rÛφ = 0

(3)

垂直于轮子平面 :

[ co s(α +β)　sin (α +β)　lsinβ]R (θ) Ûξ = 0 (4)

式 (3)和 (4)即为小车运动过程中驱动轮的约束条件。

有了小车轮子的约束条件 ,下面针对实际的机器人

平台建立小车的运动学模型。假设机器人左右驱动电机

的转角为 φ1 ( t)和 φ2 ( t) ,轮子半径均为 r,齿轮传

动的传动比均为 i ( i < 1 ) ,则左右驱动轮转角为 i3
φ1 ( t)和 i3φ2 ( t) ,分别用 iφ1和 iφ2表示 (下文如无特殊

说明 iφ1和 iφ2均为此意义 )。机器人速度分解如图 5所

示 ,其中 Ûθ以逆时针方向为正向 , V1为质心 C速度的 X1

方向分量 , V2为 Y1方向分量 , V3为绕 C转动的速度。

图 5　非完整 (2, 0)型移动机器人

于是有 : V1 = Ûxcosθ+ Ûy sinθ

V2 = - Ûx sinθ+ Ûycosθ
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V3 = lÛθ

因此约束方程变为如下形式 :

沿轮子平面有 :

Ûxcosθ+ Ûy sinθ - lÛθcosγ = irÛφ1 (5)

垂直于轮子平面 :

lÛθsinγ = Ûycosθ - Ûx sinθ (6)

同理分析右轮可得 :

Ûxcosθ+ Ûy sinθ+ lÛθcosγ = irÛφ2 (7)

联立 (5)、(6)、(7)式 ,分别选取 Ûφ1 , Ûφ2为状态分量 ,可

得机器人小车的运动学模型 :

Ûx
Ûy
Ûθ

=
ir
2

J1 (θ, l)
Ûφ1

Ûφ2

(8)

其中 ,

J1 (θ, l) =

cos (θ -γ)

cosγ
cos(θ+γ)

cosγ

sin (θ -γ)

cosγ
sin (θ+γ)

cosγ

-
1

lco sγ
1

lco sγ

由公式 (5)和 ( 7) ,选取 Ûx, Ûy, Ûθ为状态分量 ,可得

Ûφ1 , Ûφ2显式表达 :

Ûφ1

Ûφ2

= ( ir)
- 1

J2 (θ, l)

Ûx
Ûy
Ûθ

(9)

其中 ,

J2 (θ, l) =
cosθ sinθ - lco sγ

cosθ sinθ lcosγ

由公式 (8)和 (9)可以得出以下结论 :

( a)如果 Ûθ≠0,则运动约束方程不可能积分为有

限形式 [ 4 ]
,所以机器人为非完整约束系统 ;

( b)由非完整约束系统特性可知 ,给定小车任何

运动状态 ,以 Ûφ1 , Ûφ2为控制变量 ,不一定可以完全得到

该运动状态 ;

( c)反过来给定机器人小车左右轮的角速度 Ûφ1 ,

Ûφ2 ,则可完全确定小车的运动状态。

3　几种基本运动方式的实现

3. 1　直线运动

机器人小车的直线运动 ,即要求在运动过程中 ,小

车的方向角θ= C (常数 ) ,所以 Ûθ= 0。反映在运动学

模型上有 :

Ûx
Ûy
0

=
ir
2

J1 (θ, l)
Ûφ1

Ûφ2

(10)

式 (10)要求 Ûφ1 = Ûφ2 ,也就是说 ,机器人在左右轮的转角速

度大小和方向都相同的情况下 ,小车实现直线运动。

3. 2　圆弧运动

小车圆弧运动的情况如图 6所示 ,小车的回转半

径记为 R,则回转中心 O为小车的速度瞬心。

图 6　圆弧运动

由刚体运动学知识容易得出小车的瞬时运动状态 :

Ûx
Ûy
Ûθ

=

Vc cos(θ -α)

Vc sin (θ -α)

　 -
Vc

R

(11)

式 (11)和小车的运动学模型 (8)相一致 ,即有 :

Vc cos (θ+α)

Vc sin (θ+α)

　 -
Vc

R

=
ir
2

J1 (θ, l)
Ûφ1

Ûφ2

(12)

其中 J1 (θ, l)的含义与上面相同。由几何关系和约束

方程 (12)可得 :

R =
lsinγ
sinα

(13)

Ûφ1

Ûφ2

=
R cos(θ+α) + lco s(θ+γ)

R cos(θ+α) - lco s(θ -γ)
(14)

因此 ,当两轮的转角速度满足式 ( 13 )和 ( 14 )的条件

时 ,机器人小车质心实现圆弧运动。

3. 3　本体质心不变条件下的运动

所谓机器人本体质心不变的运动 ,其实质就是小

车以本体的质心为速度瞬心的旋转运动 ,即有 R = 0。

根据上面的圆弧运动分析可知 ,绕质心旋转运动的半
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径 R应满足 ( 13 )式的条件 ,所以 Rm in =
lsinγ

[ sinα]max

=

lsinγ,α∈ (0,π) ,显然 Rm in与γ有关 ,γ≠0,则 Rm in >

0。欲使 Rm in = 0,可以通过调整小车上的质量分布 ,使

小车的质心移到两驱动轮回转轴线的中心点上 ,此时

机器人小车的运动学模型有如下简洁形式 :

Ûx
Ûy
Ûθ

=
ir
2

J3 (θ, l)
Ûφ1

Ûφ2

(15)

其中 ,

J3 (θ, l) =

cosθ cosθ

sinθ sinθ

-
1
l

1
l

所以 ,小车质心不动的条件 ,即 Ûx = Ûy = 0, Ûθ≠0,有 :

0

0

Ûθ

=
ir
2

J3 (θ, l)
Ûφ1

Ûφ2

(16)

式 (16)要求 Ûφ1 = - Ûφ2 ,也就是说在机器人质心为驱动

轮回转轴线的中心点 ,左右轮的转角速度相等 ,方向相

反的情况下 ,机器人小车作本体质心不动的运动 (原

地打转运动 )。

4　齿轮传动对运动学模型的影响

由于轮式移动机器人小车驱动电机和轮之间一般

采用减速齿轮传动 ,根据齿轮传动的特点 ,齿轮传动总

存在齿轮间隙、啮合点位置变化以及轮齿磨损不均等

因素 ,因此在小车的运动过程中传动比难免会发生波

动。其对运动学模型的影响反映在传动比 i的变化

上。即在运动过程中 i的实际大小为 i±Δi,此时小车

的运动学模型有如下形式 :

Ûx
Ûy
Ûθ

=
( i ±Δi) r

2
J1 (θ, l)

Ûφ1

Ûφ2

=

ir
2

J1 (θ, l)
Ûφ1

Ûφ2

±
Δi

2
J1 (θ, l)

Ûφ1

Ûφ2

(17)

其中 J1 (θ, l)的含义与上面相同。式 (17)由两部分构

成 ,一部分是理论运动学分量 ,另一部分为传动比变化

所带来的漂移量。因此 ,如果只考虑齿轮传动影响的

情况下 ,小车运动过程将会沿着路径有小的摆动 ,如图

7。但是 ,在实验过程中发现 ,实际情况并非如此 :小车

运动中不只是发生摆动 ,而且沿某一方向持续偏移 ,如

图 8。反复实验后发现 ,影响小车运动学模型精度的

因素远不止齿轮传动 ,还与轮子打滑以及轮子半径不

均匀等因素有密切关系。

　　图 7　理论路径　　　　　　　　图 8　实际路径

因此 ,要提高小车运动精度 ,除了采取先进的控制

算法外 ,还要改善模型机械结构 ,提高加工精度 ,增大

轮子与地面的摩擦系数 ,并采用更先进的位置传感器 ,

使机器人小车的定位不依赖于轮子的转动。

5　结　论

根据刚体运动学及机器人运动学原理 ,分析并建

立了自行设计的 (2, 0)型机器人小车的运动学模型 ,

根据模型的状态参量得出机器人小车运动过程的几点

结论。讨论在该模型下几种基本运动形式的实现条

件 ,重点分析了机器人小车质心实现圆弧运动最小半

径的影响因素。最后理论结合实际 ,针对小车驱动所

采用的齿轮传动特性 ,分析齿轮传动对小车运动学模

型的影响 ,得出提高小车运动精度可采取的措施。
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